Egy tobbrészes feladat

Az interneten talaltuk az alabbi feladatot — 1. abra.

15.1 Geraden Kreiskegeln mit dem Offnungswinkel ¢ und 8 cm langen Mantellinien werden
Kugeln einbeschrieben. Stelle den Kugelradius p in Abh&ngigkeit von ¢ dar.

Ergebnis:p = ﬂ(:m
1+ sin%

15.2 Zeichne den Graphen fiir die Funktion mit der Gleichung y = Asing far 0°

T+sin"
2

<p<90°.

Entnimm dem Graphen ¢o fur den groBten Funktionswert f(go), und ermittle go durch
Intervallschachtelung auf eine Stelle nach dem Komma gerundet. Berechne mit diesem
Wert die Oberflache der gréBten Inkugel und die Oberflache des zugehérigen Kegels.

15.3 Begrunde durch Rechnung, dass es keinen Kegel gibt, dessen Mantelflache gleich der

Oberflache seiner Inkugel ist. , ,
1. dbra — forrasa: [ 1 ]

Ez egy haromrészes feladat, melynek részeit egyenként megoldjuk.
1. Feladat

Egy egyenes korktpba beirunk egy gombot. A kap nyildsszoge ¢ , alkotdjanak hossza
a = 8 cm. Allitsuk fel a beirt gomb p sugaranak ¢ - t61 valo fliggését kifejez6 képletet!

Megoldas
Ehhez tekintsik a 2. abrat!

2. abra



A 2. dbra alapjan irhatjuk:

t+p=a-cos§; (1)
pP_ i @ _ P
- =sins o t=——. (2)

Most (1 )¢és(2) - vel:

1)

=a- COS——> =a- COS——> =qa-*cos— —
sm2 p P sm% P sin% 2

sm% cos% a 2-sin§-cos§ a sing i
p=a-—+—F=-—2 2="—. —5 , tehat:

1+sm5 2 1 +sm5 2 1+51n5
_a. sin @
p_z 1+sin%' (3)
Aza=8cm-es adattal is:
sin

p(p) = 2o (em). (a)

1+sm

2. Feladat

Rajzoljuk meg az (a ) fiiggvény abrajat a 0° < ¢ < 90° intervallumon, és hatarozzuk meg
azt a @, értéket, amelyhez a legnagyobb p érték tartozik! Ezzel az értékkel szamitsuk ki a
legnagyobb beirt gdmb ¢és a megfeleld kip felszinét!

Megoldas
Az (a) fliggvény abraja a 3. abran szemlélhetd.
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Errdl leolvashato, hogy:
®o =76,34°; p(@o) = 2,402 (cm) . (b)

Most [ 2 ] alapjan:

Fpe.gsmp =41 p*(9o) =4-m-2,402% (cm?) = 72,5 cm?. (c)

Tovabba:

Frgp =1 p(@o) * [p(9o) +a] =
=m-2,402(cm)-[2,402(cm)+8(cm)] = 78,5 cm? . (d)

3. Feladat

Mutassa ki szamitassal, hogy nem l¢tezik olyan kiip, melynek palastfelszine egyenlo a
beirt gdmbje felszinével!

Megoldas
Ismét [ 2 ] alapjan a kuppalast felszine:
Mkﬁp=n-R-a—>R=a-sin§—>Mkﬁp=n-a2-sin§; (4)
a beirt gomb felszine, ( 3) - mal is:

. 2 2 2
F . =4 2:4.7-[.<E. Sm_"’) =4.n.a_.M; 5
be,gomb p 2 1+Sm§ 4 (1+sin%)2 ( )

most (4 ) és ( 5) egyenlové tételével, majd atalakitdsokkal:
} a? sin2 ) sin?

n-az-sm%:él-n-:-—(p(pz - sm%z—(’;z -

(1 + Sln;) (1 + Sln;)

2

sin%- (1 + sin%) =sin? ¢ ,

@ @\? ) @\? @ @
sm—-(l + sm—) =(2-sm—-cos—) =4 - sin?=- cos? =,

2 2 2 2 2 2

2
. P
1+ sin—
%=C052£=1— sin2£=(1+sin£)-(1—sin£),
4-51n3 2 2 2 2
1+sin§ )
— = 1 —sin— . (6)
4-sm5 2

Most alkalmazva a



v = sin— (7)

helyettesitést, (6 ) és ( 7 ) - tel kapjuk:

14:7:1—17—>1+v=4-v—4-vz—>4-vz—3-v+1=0. (8)

A (8 ) masodfoku egyenletre a megolddképletet alkalmazva:
_3%V9-4-4-1 _ 3++-7

1z — 24 8

(9)

Mivel a gyok alatt negativ szam all, igy nincs valdés megoldas, tehat nincs olyan eset,
amelyre teljestilne a My, = Fpe gomp feltétel.

M1. A (3) fiiggvény maximumhelyét és a maximum értékét altalaban is meghatarozhat -
juk. A szélsoertek létezésének sziikséges feltétele:

dp(p) _

0 0. (10)
Most a
p0) =5 Tn (3)

fliggvényt derivalva és a derivaltat z€russal egyenldvé téve:

: : 1
cos<p-(1+sm§)—smrp-;-cos2 ®

a : : 1
- 5 2=0—>cosgo-(l+sm—)—sm<p-—-cos£=0—>
2 (1 + sin%) 2 2 2
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. 1 . 1+sin: 1 sing
cos @ * (1 + sm%) =2-sing- cos§—> ——t = 2 coso
COS—
2
sin%
1+sin? 4 sin(z -2) 1 2-sin®-cos? cos? 1+ sin? tg?
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Bevezetve az
u= tg% (12)



roviditd jeloleést, (11 ) és ( 12) - vel a kovetkezd egyenletet kapjuk:

VituZ+u=—"-. (13)
1—u?
Atalakitasokkal:
Vidui=—t =t g2 2'( = )2 (14)
W =T Y= TU i e uw=1u 1-uz) °

Ismét egy 0 rovidito jeldléssel:
U=u?, (15)

igy (14 )és(15) - tel:

U \? U \? . g
1+U—U(n) —>1—U(m) —U—>1—U'[(1_U)2—1]—>
U? - (1-0)>? 2 2 2
1=U-—(1_U)2 - (1 -0U) =U-[U —(1—2-U+U)]—>

1-U0#=U-2U-1) »1-2-U4U?=2-U*-U -
U?+U0-1=0. (16)

Ezt a masodfoku egyenletet a megoldoképlettel megoldva:
-1+J1-4-1-(-1) _ -1+Vi+4 _-1++V5

Uiz = 21 - 2 2 ’ (17)
mivel (15) miattU >0, igy (12)és (17) - bol:

U0=\/—2_1=u§—>u0=tg%= \/gz_l_)%zamtg( ﬁ2_1>_>
<p0=2-arctg< \/g_1>=76,34°, (18)

egyezésben (b /1) - gyel.
M2. A 2. abra a 2. feladat ( b ) eredményeivel késziilt, azokat jeleniti meg.

Ma3. Eddig nem tudatosodott benniink, hogy p - nak maximuma van, adott a mellett.
Most potoltuk ezt a hidnyossagot.

M4. Javasoljuk, hogy az érdeklddd Olvaso készitsen abrat, amely a beirt gdomb sugaranak
valtozasat szemlélteti, a = 8 cm és 0° < ¢ < 90° esetében, néhany 1épésben!



M5. Haa =8 cm ¢és 0°< ¢ <180°, akkor a 4. abrat kapjuk a beirt gdomb p sugarara.

4 rho (cm)

phi (fok)

4. dbra

Ez a kap nyilasszogére vonatkozoé teljes értelmezési tartomanyt lefedi.

Nem tul életszerii a hatarokon a < jelet megengedni; ezt azért mondjuk, mert a feladat is
ezt tette, legalabbis az also hataron. Helyette a < jel tiinik helyesnek.
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